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다층 CES소비자모형의닫힌해에대한소고*

신성휘† 최기홍‡

Abstract 개인의 선택 행위를 효용 최대화 또는 비용 최소화 문제로 나타

내는 소비자 모형에서 효용 최대화는 시장수요(market demand) 모형, 그리고
비용 최소화는 보상수요(compensated demand) 모형이 된다. 소비자 모형에
서 CES 효용함수의 장점은 대체탄력성의 일반성과 다층(multi-layer)으로의
확장이 자연스러운 것이다. 단점은 수요함수의 닫힌 해(closed-form solution)
를 유도하는 데 길고 복잡한 계산이 필요한 것이다. 다층 CES 효용함수에서
수요함수의닫힌해를유도하는것은복잡성의기하급수적증가로거의불가

능에가깝다.소비자모형에는지출함수의 ‘편미분’으로보상수요를유도하는
Shephard보조정리가있다.그러나시장수요에는그러한편리한도구가없다.
본고는 CES 함수의 선형동차성과 시장수요와 보상수요 간의 기본적 쌍대이
론을이용하여지출함수의 ‘대수편미분’으로시장수요가유도되는것을간명
하게보였다.
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1. 서론

소비자 모형은 개인의 선택 행위를 효용 최대화 또는 비용 최소화 문제로

나타내는것이다. CES소비자모형은개인의효용함수가 CES인경우이며효
용 최대화는 시장수요(market demand) 모형, 그리고 비용 최소화는 보상수요
(compensated demand)모형이된다. CES효용함수의장점은대체탄력성의일
반성과다층(multiple layer)으로의확장이자연스러운것이다.단점은수요함
수의닫힌해(closed form solution)를유도하는데길고복잡한계산이필요한
것이다.다층 CES효용함수에서수요함수의닫힌해를유도하는것은복잡성
의기하급수적증가로거의불가능에가까울것이다.

1980년대 인구고령화 문제에 대한 분석도구로 소위 A-K(Auerbach and
Kotlikoff, 1987)모형이등장했다.이는현대거시경제학의대표적이론모형인
중첩세대 일반균형 모형을 성공적으로 실증 모형으로 구현한 것으로 인정받

고 있다. A-K 모형의 핵심은 개인들이 시간이라는 근원적 제약 하에 재화와
여가의 생애 시장수요를 결정하는 부분이다. 그러나 다루기 어려운 2층 CES
소비자 모형에 기반을 두어 닫힌 해를 사용하지 못하고 Gauss-Seidel 알고리
듬에 의해 수치적으로 최적 해를 구한다. 신성휘, 최기홍 (2010, p.7)은 쌍대
이론으로 2층 CES 소비자 모형의 정확한 닫힌 해를 도출하였다고 하지만 전
과정을체계적으로설명하지는못했다.

소비자모형에는지출함수의 ‘편미분’으로보상수요를유도하는 Shephard
보조정리가 있다. 그러나 시장수요에는 그러한 편리한 도구가 없다. 본고는
CES 함수의 선형동차성과 시장수요와 보상수요 간의 기본적 쌍대이론을 이
용하여지출함수의 ‘대수편미분’으로시장수요가유도되는것을간명하게보
였다.이는보상수요와시장수요를동시에풀어야하는다층 CES모형에는필
수적이다.실용적중첩세대일반균형모형의효시에해당하는 A-K(Auerbach
and Kotlikoff, 1987)모형의 가계최적화 문제는 2층 CES 소비자 모형이며 통
상적으로 Gauss-Seidel방법에의해수치적으로처리된다.본고는시범적으로
이 가계최적화 문제를 보상수요에 해당하는 1층은 CES 지출함수의 편미분
으로,시장수요에해당하는 2층 CES지출함수의대수편미분으로단계적이고
간명하게유도한다.

다음 2절에서는 CES 소비자 모형에서 효용함수와 비용함수 간의 유사한
함수형태에대한 ‘self-dual’ (Sato, 1976)에대한간단한설명을제시하고소비
자 모형의 쌍대문제(duality problem) 이론으로부터 시장수요 보조정리를 두
가지 방법으로 증명한다. 다음 3절에서는 A-K 모형의 2층 CES 효용함수에
기초한가계최적화문제의닫힌해를 Shephard또는보상수요보조정리와본
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고의 시장수요 보조정리에 의해 체계적으로 유도한다. 마지막 4절은 간단한
요약을제시한다.

2. 쌍대이론과 CES소비자모형의수요함수

2.1. CES효용함수의지출함수

효용함수는 재화 수량의 함수이며, 지출함수는 그 재화 가격의 함수이다.
효용함수와지출함수가선형동차의동일한함수인경우그둘은 self-dual이라
고하며(Sato, 1976; Theil, 1980) CES효용함수가대표적이다. 선형동차 CES
효용함수와 CES단위지출함수또는단위비용함수간의관계는다음과같다.

u(x1,x2) =
(

a1x1−1/σ

1 +a2x1−1/σ

2

)1/(1−1/σ)

e(p1, p2;1) =
(
aσ

1 p1−σ

1 +aσ
2 p1−σ

2

)1/(1−σ)
(1)

위에서효용함수의 xi는수량,단위지출함수의 pi는가격이다.기호체계는
Varian (1992)을 따랐으며, 두 식의 모수들을 비교하면 CES 효용함수에서 수
량의 계수가 ai, 대체탄력성이 σ이면 CES 단위 지출함수에서 가격의 계수는
aσ

i ,대체탄력성은 1/σ의함수관계가있다.

CES소비자모형의보상수요에는지출함수의가격에대한편미분으로간
편하게보상수요를유도할수있는 Shephard보조정리가있다.그러나소비자
모형에서 보다 중요한 시장수요에는 Shephard 보조정리와 같은 편리한 도구
가없다.그러나쌍대이론에의하면 CES효용함수와같은선형동차함수에는
시장수요를 Shephard 보조정리와 같이 간편하게 유도할 수 있는 보조정리가
존재한다.

2.2. 수요함수의쌍대이론

소비자 모형의 시장수요와 보상수요는 다음 최대화 문제 식 (2)와 최소
화 문제 식 (3)의 해로 각각 정의되며 x(p,m)과 h(p,u)로 나타낸다. 식에서 p
는재화의가격벡터, m과 u는각각예산과효용의스칼라이며외생변수이다.
v(p,m)와 e(p,u)는최대화된효용과최소화된지출을각각나타내며간접효용
함수와지출함수로명명된다.
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v(p,m)≡ max
s.t.p·x≤m

u(x) (2)

e(p,u)≡ min
s.t.u(h)≥u

p ·h (3)

Deaton and Muellbauer (1980, p.37)는 다음 식 (4)의 관계가 성립하면 두
최적화 문제의 해 시장수요와 보상수요가 동일한, x(p,m) = h(p,u) 쌍대문제
(dual problem)가된다고하였다. Varian (1992, p.113)과 Luenberger (1995, pp.
108-109)은연속성,해의존재,등을만족하는평범한효용함수들에서쌍대문
제에대한직관적이거나비교적엄밀한증명을소개하고있다.

u = v(p,m) & m = e(p,u) (4)

시장수요와 보상수요가 동일해지는 쌍대문제의 필요조건 식 (4)에 의하
면 다음 4가지 항등식은 자명하다. Varian (1992, p.106)은 다음 네 가지 식을
쌍대문제의 “important identities”로지칭하였으며특히관찰되지않은보상수
요와관찰되는시장수요를연결하는식 (8)의중요성을강조하였다.한편, Lu-
enberger (1995, p.109)는식 (5)와 (6)을 “algebraic way to express the relations”
이라고하여쌍대문제의기본항등식으로보았다.

e(p,v(p,m))≡ m (5)

v(p,e(p,u))≡ u (6)

x(p,m)≡ h(p,v(p,m)) (7)

h(p,u)≡ x(p,e(p,u)) (8)

2.3. CES소비자모형의시장수요

본고는 앞서 쌍대이론으로부터 소비자 모형에서 시장수요에 대해 Shep-
hard 보조정리와 유사한 역할을 하는 새로운 보조정리를 제시하고 시장수요
보조정리라고명명한다.

시장수요보조정리
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효용함수가 선형동차이며 대응하는 단위 지출함수가 e(p,1)로 주어지면
다음과같이단위시장수요는단위지출함수의대수편미분으로결정된다.

x(p,1) =▽p loge(p,1) (9)

(증명 1)

쌍대문제의 항등식 (8)을 선형동차성을 이용하여 변형하면 다음과 같다.
항등식 (7)을사용할경우식 (5)또는식 (6)항등식에의한 e(p,1) = 1/v(p,1)
의관계를추가적으로적용하면동일한결과를얻는다.

x(p,1) = h(p,1)
1

e(p,1)
(10)

식 (10)의우변에 Shephard보조정리또는본고의보상수요보조정리 h(p,1)=
▽pe(p,1)들대입하여변형하면다음과같이대수편미분으로나타난다.

x(p,1) = h(p,1)
1

e(p,1)

=▽pe(p,1)
1

e(p,1)

=▽p loge(p,1)

(11)

■

(증명 2)

통상적으로시장수요함수는 Roy항등식으로유도된다.먼저선형동차를
이용하면 Roy항등식은다음과같이단순화된다.

x(p,m)≡−
▽pv(p,m)

▽mv(p,m)

=−
▽pv(p,m)

v(p,1)

(12)
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위의식에 m = 1을대입하고앞서쌍대문제의항등식 (5)또는 (6)에의한
e(p,1) = 1/v(p,1)의관계를적용하면다음과같이대수편미분이나타난다.

x(p,1)≡−
▽p1/e(p,1)

1/e(p,1)

=−
−1/e(p,m)2 ▽p e(p,1)

1/e(p,1)

=▽p loge(p,1)

(13)

■

따라서 본고의 시장수요 보조정리에는 최소 두 개의 증명이 존재한다. 그
러나 Roy 항등식도 역시 쌍대이론에 의해 유도된다는 점에서 (e.g., Varian
(1992, pp.106-107)) 쌍대문제의 조건, 식 (4)만으로 유도되는 증명 1을 대표
증명으로 본다. 종합하면 CES 함수의 선형동차성에 의하면 보상수요와 시장
수요의닫힌해는각각다음과같이대응하는 CES지출함수의편미분과대수
편미분으로부터유도된다.

h(p,u) =▽pe(p,1)×u

x(p,m) =▽p loge(p,1)×m
(14)

3. A-K모형생애최적화의닫힌해

3.1. A-K모형의생애최적화문제

Auerbach and Kotlikoff (1987)의 중첩세대 일반균형 모형은 각 세대를 대
표하는 개인들의 생애효용 극대화에 기초한다. 생애효용은 다음과 같은 2층
구조 효용나무(Strotz, 1959)로 나타낼 수 있다. 1층에는 연령효용 CES 함수
u j,그리고 2층에는생애효용 CES함수 u가놓인다.생애 j = 1,2, · · · ,J에서 1
은 현실에서 경제활동을 시작하는 20세, J는 최적화 시점의 기대여명을 나타
낸다.

1층연령효용 u j는재화 c j와여가 l j의 CES함수이며다음식과같다. CES
함수의모수 ε은소비와여가간의대체탄력성,모수 α는여가의상대적선호

정도를나타낸다.
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그림 1: 2층 CES효용의구조

u j =
(

c1−1/ε

j +αl1−1/ε

j

)1/(1−1/ε)
(15)

2층생애효용 u는연령효용 u j의 CES합성함수이다.함수의모수 γ은기간

대체탄력성, 모수 β j는 시간선호율 δ에 의한 연령효용의 심리적 할인율이다.
할인의기준시점은생애최적화를하는영(0)이다.

u =

(
J

∑
j=1

β ju
1−1/γ

j

)1/(1−1/γ)

, β j ≡
1

(1+δ ) j (16)

다음은예산제약식이며효용함수와함께최적화문제를구성한다.예산제
약식 부등호의 좌변에 지출 또는 비용, 그리고 우변에는 예산이 놓인다. 좌변
에서 s j는 재화 c j의 가격, w j는 여가 l j의 기회비용에 해당하는 임금, 그리고
d j는모든비용을생애최적화시점영(0)으로전환하는이자율 rk에의한재무

적할인율이다.우변은개인의생애시간부존자원(time endowment)의최적화
시점 0의값이며 m으로나타낸다.

J

∑
j=1

d j(s jc j +w jl j)≤ m; m ≡
J

∑
j=1

d jw j, d j =
j

∏
k=1

1
1+ rk

(17)
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3.2. 생애최적화의풀이

본고의 풀이를 조망하면 먼저 1층 연령효용의 J개 연령별 최적화 문제를
풀고,그결과를반영하여 2층생애최적화문제를푸는 2단계상향식이다.먼저
1단계는연령효용 u j를최소비용으로얻는다음의최적화문제이다.

e j(s j,w j;u j)≡mins jc j +w jl j

such that(c1−1/ε

j +αl1−1/ε

j )1/(1−1/ε) ≥ u j, j = 1,2, · · · ,J
(18)

위에서 e j(s j,w j;u j)는연령효용 u j의최소비용을나타내는지출함수또는

비용함수이다. 그러나 CES 효용의 지출함수는 CES 함수이며 식 (1)의 self-
dual 함수 형태에 의해 다음과 같이 결정되며 단위지출 또는 단위비용(unit
cost), e j(s j,w j;1)과 u j의곱으로나타난다.단위비용은연령효용의가격에해
당하며 p j로나타낸다.

e j(s j,w j;u j) = (s1−ε

j +α
εw1−ε

j )1/(1−ε)×u j

= p j ×u j j = 1,2, · · · ,J
(19)

재화와여가의최적조합 c j(s j,w j;u j)와 l j(s j,w j;u j)은 Shephard보조정리
에의하면다음과같이편미분으로결정된다.

c j = c j(s j,w j;u j) =
∂ p j

∂ s j
×u j =

(
p j

s j

)ε

u j

l j = l j(s j,w j;u j) =
∂ p j

∂w j
×u j =

(
α p j

w j

)ε

u j, j = 1,2, · · · ,J
(20)

남은과제는 2층생애최적화문제에서연령효용 u j을구하는것이다.이제
식 (18)과식 (19)를종합하면다음과같이쓸수있다.

mins jc j +w jl j ≡ e j(s j,w j;u j) = p ju j, j = 1,2, · · · ,J (21)

이제 1층 최적화의 결과를 이용하면 가계의 연령별 재화와 여가의 최적



74 다층 CES소비자모형의닫힌해에대한소고

조합의 비용 s jc j +w jl j는 최소값 p ju j이다. 이를 대입하면 생애 예산제약식
식 (17)은 다음과 같이 단순화되며 q j ≡ d j p j는 최적화 시점 (0)의 가격으로
해석된다.

J

∑
j=1

d j p ju j =
J

∑
j=1

q ju j ≤ m; q j = d j p j (22)

이들을 반영한 다음 2층 생애효용 극대화는 주어진 예산제약 m하에서 연
령효용 u j의 최적 배분 또는 시장수요의 문제이다. 이 문제의 해는 앞서 시장
수요 보조정리에 의하면 이 문제의 효용함수에 대응하는 지출함수의 대수편

미분으로간편하게유도할수있다.

max

(
J

∑
j=1

β ju
1−1/γ

j

)1/(1−1/γ)

such that
J

∑
j=1

q ju j ≤ m

(23)

이문제의 CES생애효용에대응하는단위지출함수는 self-dual함수형태
에의해다음과같다.

pu ≡ e(q,1) =

(
J

∑
j=1

β
γ

J q1−γ

j

)1/(1−γ)

(24)

앞서시장수요보조정리에의하면연령효용의시장수요 u j(p,m)는다음과

같이대수편미분으로간단히풀린다.

u j(q,m) =
∂ log pu

∂q j
×m =

(
β j pu

q j

)γ m
pu

j = 1,2, · · · ,J (25)

따라서식 (20)에식 (25)를대입하면재화와여가의시장수요는다음과같
으며,신성휘,최기홍 (2010, p.7)과정확히같다.이들닫힌해와 Gauss-Seidel
알고리듬에의한수치적해의동일함을당시중첩세대일반균형모형으로확



신성휘,최기홍 75

인한바있다.다음최종닫힌해의구조를보면최적해는문제의모든모수들,
그리고그들의함수인두지출함수의곱이다.

c j = c j(s j,w j;m) =

(
p j

s j

)ε(
β j pu

d j p j

)γ m
pu

(26)

l j = l j(s j,w j;m) =

(
α p j

w j

)ε(
β j pu

d j p j

)γ m
pu

(27)

4. 결론

본고는 소비자의 효용함수가 선형동차인 경우 시장수요(market demand)
는 지출함수의 ‘대수편미분’으로 나타남을 소비자 모형의 쌍대이론으로 증
명하였다. 이는 보상수요(compensated demand)가 지출함수의 ‘편미분’으로
유도되는 것에 대응한다. 이는 CES 효용함수가 self-dual (Sato, 1976; Theil,
1980)성질을가져서대응하는지출함수가일정한규칙의동일한 CES함수인
것과 함께 함께 CES 소비자 모형을 매우 편리하게 다룰 수 있게 한다. 특히
Auerbach-Kotlikoff 모형과 같이 시장수요와 보상수요가 동시에 사용되는 다
층 CES소비자모형에는본고의접근법이필수적이다.
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